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Correction de la série N°2 : Arithmétique dans IN

Exercice01: (*) Technique (1)
Décomposer en produit de facteurs premiers le nombre 1344 et en déduire le nombre de diviseurs 1344 |2
de 1344 02
Correction : Technique (1) : 1344 = 26 x 31x 7" 1682
Le nombre de diviseurs de 1344 est : (6+1) x (1+1) x (1+1) =7x2x2=28 i‘z‘r Ig
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Exercice02 : (*) Déterminer tous les diviseurs communs a 375 et 2070

Correction : Méthode1 : Les diviseurs de 375 sont :1, 3, 5, 15, 25, 75,125 et 375

Les diviseurs de 2070 sont :1,2,3,5,6,9,15,18,23,30,45,46,69,90,115,138,230,414,690, 345, 1035, 2070

Les diviseurs communs a 375 et 2070 sont donc : 1, 3 5, 15.

Méthode? : les diviseurs communs a 375 et 2070 sont aussi les diviseurs de leur PGCD.

Ona:375=3x5%; 2070=2x32x5x23

On applique la régle suivante pour calculer le PGCD :« Le plus grand diviseur commun de deux nombres est le produit des
facteurs premiers communs munis du plus petit des exposants trouvés dans leurs décompositions »

Donc : PGCD (375 ; 2070) =3x 5=15

Et les diviseurs de 15sont: 1, 3,5, 15.

Qui sont aussi les diviseurs communs de 375 et 2070

Exercice03 : (**) Déterminer le chiffre x pour que le nombre : 95x2x31x Soit divisible par 3 et un nombre impair
(Déterminer tous les nombres possibles)

Correction : Ona 0<x<9 le nombre : 95x2x31x est impairdonc : x e {1;3;5;7;9}

Le nombre : 95x2x31x est divisible par 3 ssi: 9+5+ X+2+X+3+1+x=3K cad un multiple de 3
Donc: 20+3x =3k
Donc : en donnant a x les valeurs {1;3;5;7;9} on trouve que x =5 donc le nombre est : 95525315

Exercice04 : (*) 1) Décomposer les deux nombres 612 et 1530 en produit de facteurs premiers.
2) En déduire le : PGCD et le PPMC des nombres 612 et 1530
7 3

3) a) Déduire la forme irréductible de la fraction : 612 b) Déduire la somme suivante : — 4 >
1530 612 1530

4) Simplifier la racine carrée suivant :4/612x1530 et I'écrire sous la forme m«/n avec m et n entiers

Correction :

¢ On dit qu'une fraction est irréductible, lorsque son numérateur et son dénominateur sont premiers entre eux.

e On dit que deux nombres sont premiers entre eux lorsque leur seul diviseur commun est 1.

1) 612 =27 x3*x17 et 1530 = 2' x 3% x5! x17

2)a) On applique la regle suivante pour calculer le PGCD (612 ;1520) :« Le plus grand diviseur commun de deux nombres
est le produit des facteurs premiers communs munis du plus petit des exposants trouvés dans leurs décompositions »
Donc : PGCD(1530;612) = 2" x3? x17 =306

b) Pour calculer le PPMC des nombres 612 et 1530 on a deux méthodes :

Methode1 : Ecrire le produit de tous les facteurs premiers présents dans I'une ou dans I'autre de ces deux décompositions
et élever ces facteurs a leur plus grande puissance

Donc : PPCM (612;1530) = 2° x3* x5' x17" = 3060

Methode2 : On a : PGCD(612;1530)x PPCM (612;1530) = 612x1530

Done : PPCM (612:1530) = — x>0 __ 3060

PGCD(612;1530)
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2 2
2)a) Méthode 1: 22 - 23T 2 yeinoge o
1530 2'x3¥x5x17 5

Remarque : le PGCD(2;5)=1

612 612306
1530 1530306

2
5

b) Calcul de : I + 3 Il faut mettre les fractions au méme dénominateur :
612 1530

Le PPCM (612;1530)=3060est par définition le plus petit multiple commun de ces nombres :
3060+612=5 et 3060+1530=2

7 3 7x5 3x2 35 6 LT 3 35+6 41

+ = + = + Donc: —+ = =

612 1530 612x5 1530x2 3060 3060 612 1530 3060 3060
Remarque : le PGCD(41;3060)=1 en effet : on peut utiliser Algorithme d’Euclide qui est une autre méthode pour
déterminer le PGDC :
3060 =74 <41 + 26
41=1x26+15
26=1+-15+11
15=1>11+
M=2x4+

=1 =3+ 1

=3 =1+
Le PGDC est le dernier reste non nul : donc PGCD(41;3060) =1

4)JB12x1530 = /2! x 3 x5x 22 x 3 x17% = /2 x 32 x5 x V22 x /32 x /177
J612x1530 = /2 x3x /5 x 2x3x17 = 306 x /10

Exercice05 : (*) Est-ce que les nombres suivants sont premiers ? justifier votre réponse ?
1;1075; 1061 ; 801020103 ; 2017 ;2021
Correction : 1)1 n’est pas premier car il n'a qu’un seul diviseur : 1
2)1075 n’est pas premier car 7 divise 1075
3) Est ce que 1061 est premier ? on utilise une technique :
On cherche les nombres premiers p qui vérifient : p® <1061
Les nombres sont: 2:3:5:7:11:13:17 :19 ;23 ;29 ;31 Car : 31> =961et 37° =1396
Et aucun ne divise 1061 Donc 1061 est premier
4) 667 n'est pas premier car 23 divise 667 (667 =23x29)
5) 801020103 n’est pas premier car la somme des chiffres est un multiple de 3 donc 3 divise 801020103
5) Est ce que 2019 est premier ? on utilise une technique :
On cherche les nombres premiers p qui vérifient : p* <2019 .
Les nombres sont : 2 :3:5:7:11:13:17 :19:23 ;29 ;31 ;37 :41 :43 Car : 43* =1849et 47% = 2209
Et aucun ne divise 2017 Donc 2017 est premier
4) 2021 n'est pas premier car 43 divise 2021
Exercice06 : (**) Soit N N on pose : a=10°""-10°"" ; b =3x10"" +4x10"
1) Montrer que : @ est un multiple de 11 et queb un multiple de 17
2) Décomposer en produit de facteurs premiers les nombres aet b
3) En déduire anb et avhb

Correction : 1)a=10°" ~10""* =10*" x10° ~10*" x 10" =10°" x(10° ~10)
a=10"x (990) =10""x99x10 = 3x33x10?" x10k

a=3"x11x10""x10 =32 x11x10*"* =11xk avec k = 3?x10°"*
Donc a est un multiple de 11

Ona: b=3x10""+4x10" =3x10"x10" +4x10" =10"(30+4) =10"x34 =10" x2x17

b=17x2x10"=17xk avec: k =2x10"
Donc b un multiple de 17
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2)Décomposition en produit de facteurs premiers les nombres a et b
On atrouvé que : a=3"x11x10*""donc: a=3?x11x(2x5)"""

Donc : a=2"""x3*x5*"" x11 et c'est la bonne décomposition en produit de facteurs premiers de a
Onatrouvé : b=17x2x10" donc: h=17x2x10" =17x2x(2x5)"

Donc: b=17x2x2"x5"=2""x5"x17 et c'est la bonne décomposition en produit de facteurs premiers de a
3) Déductionde : aAbetawvb

Ona:a=2"""x32x5""x11let b=2""x5"x17

On sait que : Le PGCD est le produit des facteurs communs munis du plus petit des exposants trouvés dans la
décomposition de aet b

Donc: anb=2"""x5"

On sait que : Le PPCM est le produit des facteurs communs et non munis du plus grand des exposants trouvés dans la
décomposition de aet b

Donc: avh=2"""x3"x5""" x17x11=2*""x 52" « 693

Exercice07 : (***) 1) Montrer que le produit de deux nombres consécutifs est un nombre pair
2) Déterminer la parité des nombres suivants : n € Netme N

a)20232+2022° b) 2n*+7  ¢) 2022n+4m+2021 d) n* +2021n+ 2023 e)n’ +8n
Correction : Un nombre pair s’écrit sous la forme 2k, avec k entier.

Un nombre impair s’écrit sous la forme 2k+1, avec k entier.

1) Soit n € N(un entier naturel quelconque)

nx (n +1) est le produit de deux nombres consécutifs. Exemple : 2x30u3x40ul00x101...

On va monter que : Nx(n+1) estun nombre pair.

Pour cela on va utiliser un raisonnement qui s’appelle raisonnement par disjonction des cas en effet :
1ére cas : Si N est pair alors il existe un entier

Naturel K tel que : n=2k parsuite : nx(n+1)=2kx(2k +1)=2[kx(2k +1) | = 2k"avec
k'=kx(2k+1)eN
Cela signifie que : N> (N +1)est pair.

2ére cas : Si N estimpair alors il existe un entier naturel k telque: n=2k +1
Par suite : nx(n+1)=(2k +1)x(2k +1+1)

Donc : nx(n+1)=(2k+1)x(2k+2)=2(2k +1)x(k+1)

Donc :nx(n+1)=2k" avec k' =(2k +1)x(k+1)e N

Cela signifie que : Nx(n+1)est pair

Par conséquent : nx(n +1) est un nombre pair pour tout N € N

2) a) 20232 + 2022 : 2022 est paire car le carré d'un nombre pair.
2023”est impair car le carré d’un nombre impair.
2023% +2022° C'est la somme d’'un nombre impair et un nombre pair donc : ¢’est un nombre impair.

b) 2n° +7=2n" +6+1=2(n’ +3)+1=2xk+1 avec k=n’+3eN

Et par suite : 2n° +7 est un nombre impair.
¢) 2022n+4m+2021=2022n+4m+2020+1= 2(1011n +2m +1010) =2k +1

Avec: k =1011n+2m+1010e N.
Donc: 2022n+4m+ 2021 est un nombre impair.

d)Ona: n® +2021n+2023 = n® + n+2020n + 2022 +1= n(n+1)+2(1010n+1011)+1
Etona: n(n+1)estle produit de deux nombres consécutifs donc est un nombre pair.

Donc : il existe un entier naturel K tel que : n(n +1) =2k avec keN
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Donc: n? +2021n+ 2023 = 2k + 2(1010n+1011)+1
Donc : n? +2021n+ 2023 = 2(k+1010n+1011)+1=2k’+1 avec k’'=k+1010n+1011

Par suite : n* +2021n + 2023 est un nombre impair.

e) Etude de la parité de n” +2024n :

1ére cas : sin pair.

n’ =nxn Estaussi pair car le carré d’'un nombre pair et 2024n = 2%(1012n) =2xk est pair

Ona: n”+2024n c'estla somme de deux nombres pairs donc : n? +2024n est pair.

2ére cas : si n impair.

n® = nxn Estaussi impair car le carré d’'un nombre impair et 2024n = 2 x (1012n) =2xKk est pair
Ona: n”+2024n c'estla somme d’'un nombre impair et un nombre pair donc : n” +2024n est impair.
Exercice08 : (***) Soit N est un nombre entier naturel impair

1)Veérifier que N> —1 est un multiple de 8 dans cas suivants: N=1; n=3; n=5; n=7

2)Montrer que n® -1 estun multiple de 4 si N est impair

3)Montrer que n’—1 estun multiple de 8 si N est impair

4)En déduire que : n* —1 estun multiple de 16 si N est impair

5) Montrer que si N et M sont impairs alors : N’ +m?® + 6 est un multiple de 8
Correction : 1) si n=1 alors 17-1=0 est un multiple de 8

Si n=3 alors 3*-1=8 est un multiple de 8

Si n=>5 alors 52-1=24 est un multiple de 8

Si n=7 alors 72-1=48 est un multiple de 8

2) n estimpair donc: n=2k +1

Donc: n? —1=(2k +1)° —1=(2k)" +2x 2k x1+(1)" ~1
N°—1=4K" +4k +1-1= 4k’ + 4k = 4(K* + k) = 4xk’ AVeC k'=K’ +k
Donc : n? —1 est un multiple de

3)Onatrouvé : n* —1=4k (k +1)

Or k(k+1) est le produit de deux nombres consecutifs donc est un nombre pair donc : k (k +1) = 2k’
Donc: n* —1=8k’

Donc : n* —1 est un multiple de 8

4) n* —1= (nz)2 —1* =(n* —1)(n? +1)

Et on a trouvé que : n*-1=4k’
Etona:n®+1=4k?+4k+1+1=4k" +4k+2=4(Kk* +k+1) = 4xk"
Donc: n* —1=(n*—1)(n” +1)=(4k’)(4k") =16k"

Donc : n* —1 est un multiple de 16

5) on a trouvé que : n*-1 est un multiple de8

Donc: n*-1=8k donc: n* =8k +1

De méme on a :: m° -1 est un multiple de8

Donc: m?-1=8k' donc: m? =8k’ +1
n*+m’+6=8k+1+8k'+1+6=8k+8k'+8=8(k+k'+1)=8K"
Donc : N* +m? + 6 est un multiple de 8

Exercice09 : (***) Soit N un entier naturel :

1) Factoriser le nombre : n® +1
2) Déduire que le nombre 27000000001 n’est pas un nombre premier.

Correction : 1) Ona:n*+m’ =(n+m)(n2—nxm+m?)
Donc: n°+1=n°+1° =(n+1)(n2—n+1)

2) 27000000001 = 27 x10° +1=3°x10° +1=3*x10° +1 =(3><103)3 +1=(3x10° +1)((3><103)2 ~3x10° +1)
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Donc : 27000000001= 3001(30002 —3000+ 1) =3001x8997001

Donc : le nombre 27000000001 n’est pas un nombre premier car il admet plus que de deux diviseurs qui sont : 3001 et
8997001

Exercice10 : (***) Un patisser dispose de moules a gateaux en forme de plaques de 154 cm de longueur et 132 cm de
largeur. Il doit découper, dans ces plaques, des carrés de génoise tous identiques, les plus grands possibles, de fagon a ne
pas avoir de perte.

a) Quelle est, en cm, la mesure du cété d'un gateau ?

b) Combien de géteaux le patissier pourra-t-il découper dans une plaque ?

Correction : 1) a) Si on souhaite découper, dans ces plaques, des carrés de génoise tous identiques, les plus grands
possibles, de fagon a ne pas avoir de perte. La solution et de prendre le plus grand diviseur commun de 154 et 132

Alors on cherche le PGCD de 154 et 132 car ce nombre doit étre un diviseur a la fois de 154 et 132

154=2xT7x11et 132=22x3 x 11

PGCD (154, 132) =2 x 11= 22 (on ne prend que les facteurs premiers qui apparaissent dans les deux décompositions et on
les affecte du plus petit exposant).

Donc : la mesure du c6té d'un gateau est 22 cm

b) Methode1 :Le nombre total de gateaux :

e Surlalongueur: 154 +22=7

e Surlalargeur: 132 +22=6

Le nombre total de gateaux a découper dans une plaque est : 7x6=42 gateaux

Methode1 : la surface de la plaque est : 154 x132=20328 cm?

La surface d’'un gateau est : 22x22=484cm?

Le nombre total de gateaux a découper dans une plaque est : % =42 gateaux

Exercice11 : (***) Quels sont les entiers naturels non nuls X et Yy qui vérifient la relation : x* = y* +2021 .
Correction : X =y?+2021 Equivauta : X*-y*=2021
Equivauta: (x—y)(x+y)=2021.
Equivauta: (X—Y)(x+Yy)=43x47 =1x2021 avec 43 et 47 des nombres premiers
Etona: x—y<x+y
x-y=1 {x—y=43
X+y=2021 X+y=47

. .{x=1011 {x=45
D'ou: ou

y=1010  |y=2

Exercice12 : (***) Soient n et a deux entiers naturels non nuls. On pose: S =(a+1)+(a+2)+...(a+n)
n(n+1)

Doncona: {

1) Montrer que : 1+2+3+...+(n—2)+(n-1)+n=

. n(n+1)
2) Montrer que n divise le nombre S ————=

3) Montrer que si n estimpair alors S est divisible par n .
n(n+1)
2

Correction :1) Montrons que : 1+2+3+....+(n—2)+(n-1)+n=

Onpose : A=1+2+3+...+(n-2)+(n-1)+n @O
Onaaussi A=n+(n-1)+(n—-2)+..+2+1 @)
Donc: (D) + (@) domne : 2A=(n+1)+(n+1)+(n+1)+...+(n+1)+(n+1)+(n+1)

n fois
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n(n+1)

Donc: 2A=n(n+1) par suite : A=

. n(n+1)
2) Montrons que n divise le nombre S ————

n(n+1) n(n+1)

S— =(a+1)+(a+2)+...(a+n)-

n(n+1)

+
[HEN
N—

S— =a+a+.a+(1+2+3+..+n)-

I — |
n fois

n(n+1) ~ n(n+1)
2

=na

Donc : S__n(n2+1) =

. n(n+1)
Donc : n divise le nombre S ———=

3) Montrons que si n estimpair alors S est divisible par n :
Supposons que : n estimpairalors: n=2k +1 Avec: ke N

n(n+1)

Ona: S—Tzna donc: S=na+ n(n2+1) par suite : S =(2k +1)a+(2k+1)(2k+2)

2

Donc: S =(2k+1)a+(2k+1)(k+1)
Donc: S =(2k+1)(a+k+1)=n(a+k+1)=nxk’ Avec: k'eN
Donc: S est divisible par n

C’est en forgeant que I'on devient forgeron : Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant régulierement aux calculs et exercices que I'on devient un mathématicien
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