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Correction : Devoir libre de préparation pour le devoir surveillé n°6

sur les legons suivantes :
v' Les Transformations du plan

v" PRODUIT SCALAIRE
v' Géométrie dans I'espace

Exercice0l : Soit ABC un triangle
On associe a chaque point M du segment[BC] Le point M’ tel que M le milieu du segment [AM ’]

1) Montrer qu’il existe une homothétie h tel que : h(M ) =M’ pour tous point du segment [BC]
2) En déduire I'ensemble (E) des points M" lorsque M varie sur le segment [BC]
Solution : 1) Ona M le milieu du segment [AM'] donc :

AM’'=2AM

C’est-a-dire : M’ est I'image du point M par
I'hnomothétie h de centre A et de rapport: k=2

2)Si le point M varie sur Le segment [BC] alors son

image M’ varie sur limage du segment [BC]par
I'hnomothétie h de centre A et de rapport: k=2
C'est-a-dire : M’ varie sur le segment [B'C'] avec :
h(B)=B" et h(C)=C’

(AB'=2AB et AC’=2AC )

Donc 'ensemble (E) des points M’ lorsque M varie sur le segment [BC] est le segment [B'C’]

Exercice02 : Soit un triangle équilatéral ABC de c6té a et H est le projeté orthogonal de A sur (BC)
et O le centre du cercle circonscrit a ABC.
Exprimer en fonction de a les produits scalaires suivants :

a) ABAC b) ACCB c) ABAH d) OAOB A
Solution :a) Calculons : AB.AC

Puisque le triangle ABC est équilatéral, 'angle BAC mesure% radians

Ainsi : ﬁ.ﬁz”ﬁ”x”ﬁ”xcos BAC =a><a><cosZ=a2><1=a—2 ©
3 2 2

b) Calculons : AC.CB

1ére méthode : On « réarrange » I'écriture des vecteurs avant de calculer
le produit scalaire :

AC CE = (~CA).CB = ~CACB

Le produit scalaire CACB se calcule comme celui ci-dessus :

Ainsi : CACB =H6AH><H@HXCOSACB =a><a><cos£=az><1=a_2
3 2 2

— — a2
Donc: accB=-2
2

2eme méthode : On utilise la relation de Chasles, et la distributivité du produit scalaire, pour écrire :
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ACCB = AC.(CA+AB) = ACCA+AC.AB

Donc : ACCB=-AC +ABAC =—AC? + ABAC

o, , a’ , a? a2
Donc: ACCB=-AC + AB.AC=-AC +? =-a +? = —7
c) Calculons : AB.AH

lére méthode :H est le projeté orthogonal de B sur (AH)
Ainsi : AB.AH = AH.AB = AH.AH = AH = AH?

On utilise un résultat bien connu qui dit que la hauteur AH du triangle équilatéral mesure ?a
2
Ainsi: AB.AH = AH? =(§a} =%a2

2éme méthode :On calcule directement : AB.AH = Hﬁ”x”ﬁ”xcos BAH
Puisque le triangle ABC est équilatéral, la hauteur [AH] issue de A est également bissectrice de

'angle BAC de sorte que I'angle BAH mesure %radians.

BB

AB.AH = ax—xax _%aZOn retrouve le méme résultat !

d) Calculons. OAOB
1lére méthode : Puisque le triangle ABC est équilatéral, la hauteur [AH] issue de A est également
médiane issue de A. Le centre O du cercle circonscrit au triangle ABC est aussi centre de gravité

2,2 3 B

du triangle, de sorte que : OA= gAH =g 7a = ?a et de méme pour la longueur OB.

Enfin, 'angle AOB mesure 2?” radians

NEIRYE) 2z 1. (1 1,

On calcule donc : OAOB = HCTAHxHCﬁchos AOB = =3 x5 axcos - x( —J =—-Za
3 3 2 6

2éme méthode :H est le projeté orthogonal de B sur (OA), de sorte que : OAOB = OAOH
Puisque les vecteursOA et OH sont colinéaires de sens opposé, on aura :
OAOB = -OAxOH

Puisque le triangle ABC est équilatéral, la hauteur [AH] issue de A est également médiane issue de
A. Le centre O du cercle circonscrit au triangle ABC est aussi centre de gravité du triangle, de sorte

que: OA= 2 AH =2, B a_ Y3, sronotan =1 B3,
3 3 2 3 3 3 2 6
On retrouve ainsi : OAOH:—£a £a— —%aZ

Exercice03 : On considere un rectangle ABCD telque: AB=4 et AD=3
. . — 1 —

Et soit E un point tel que : BE =§AB

1) a) Calculer : AD-AC  b) En déduire : HE+EH

2) Calculer : AE- AC
3) a) Calculer :EC-ED  b) En déduire : cos(ﬁ,ﬁi)

c) En utilisant la calculatrice : déduire une mesure de I'angle : (Eﬁi)
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Solution :1) a) Le point D est le projeté orthogonal du point C sur la droite (AD)

Par conséquent : AD-AC =AD-AD=AD’ = AD? =9
b) On sait d'aprés un théoréme que : AD-AC :%(Hﬁ+ﬁ H2 —HEHZ —Hﬁ”z)

Dans le triangle ADC rectangle en D on applique le théoreme de Pythagore.
AC? = AD* +DC? =9+16=25

1~ —— 2
Par conséquent : 9=§(HAC+AD H —ACZ—ADZ)
On en déduit que : 18:HE+E H2—9—25

Donc : |AC + AD HZ =52

Donc : |AC + AD H:@

2) Calculons : AE-AC
Le point B est le projeté orthogonal du point C sur la droite (AE)

Donc: AE-AC = AE-AB = AExAB car:AB. et AE sont colinéaires et de méme sens

Donc : AE-AC =6x4=24

3) a) Calculons : EC-ED

ﬁ-ﬁ:(@+ﬁ)-(E—A+ﬁ)=@-§A+@-E+%-Eﬂ+ﬁ-ﬁ
=%ﬁ.g§x+0+0+ﬁ-ﬁzgﬁxz+ﬁz =§BA2+AD2 =§x42+32:

b) On a:EC-ED = EC x EDxcos(ﬁ,ﬁ)

Dans le triangle EBC rectangle en B on applique le théoréme de Pythagore :
EC®*=EB*+BC*=4+9=13

Donc : EC =+/13

Dans le triangle AED rectangle en A on applique le théoréme de Pythagore :
ED?=EA*+ AD?*=36+9=45 Donc: ED=+/45

On a donc : ledﬁxﬁxcos(ﬁ,ﬁ)

SR — 21 21 21 7 7065
Donc : cos|{EC,ED|= = = = -
( ) J3x/45 13x45 313x5 <65 65
7./

c)Ona: cos(ﬁ,ﬁ) = la calculatrice donne : (ﬁﬁ) =29,7

65
65
Exercice04 : Soit ABC un triangle tel que et AB=3 et BC =43 et ABC =%

| le milieu du segment[BC]

1) Calculer AC .

2) Montrer que BA-BC =18

3) Montrer que Al = AB +%ﬁ

4) Calculer : Al-AB et en déduire la nature du triangle AlIB

Solution : 1) Calculons AC
D’apres le Théoreme d'Al Kashion a :

AC? = BA? + BC? —2BAx BC cos ABC
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B3

AC? =9+48—24x\/§><73 donc AC?=21

Par suite :  AC =+/21.
b) Montrons que : BA-BC =18

B3

BA-BC = BAx chcosABC=3x4J§x7=18

3) Montrons que : Al = ﬁ+%ﬁ

Nous avons : Al = AB + BI
Puisque | est le milieu du segment [BC]

Nous obtenons : Al :E+%ﬁ.
4) Calculons Al - AB :
N-E:[ﬁ%%j-ﬁ:E@%ER:EZ%ER Donc : Al AB = ABZ_%ﬁ.ﬁzg_%xlszo

Ona: Al-AB=0 Nous en déduisons que la droite (AI ) est perpendiculaire a la droite (AB)
Et par conséquent le triangle AIB est rectangle en A

A 1 I
Exercice05 : Soit ABC un triangle isocéle en A tel que :cos(B AC) = et AB-AC =16 .

. 3—
| un point tel que : BI :ZBA et J le milieu du segment [BC]

Et soit la droite (A)qui passe par | et perpendiculaire a la droite (AB) et soit E un point tel que :

E e(A)
1) Construire une figure.
2) Montrer que : AB =8 et calculer BC

3) Calculer : Bl -BA 4) Montrer que :EB. AB = 48
5) Calculer : AJ
Solution :1) 2) On a : AB-AC =16

N 1
Donc : ABxABxcosA=16 Donc: ABZXZ:16

Donc : c'est-a-dire : AB> =64 c’est-a-dire : AB=8
b) D’apres le Théoreme d'Al Kashi dans ABC
Ona: BC?=AB*+AC*-2ABxACcos A

Dong : BC? =64+64—2x64x%

Donc : BC?=96 c'est-a-dire : BC =+/96

3) . a . a_
BI-BA= BA-BA= BA’ = BA? = BA?=x64=48
4 4 4 4 4
o
EB-AB:(EI+IB)-AB:EI-AB+IB-AB

Ona: EI-AB=0 car El L AB

Donc :@‘ﬁ:@_ﬁ:(_g).(_ﬁ)za-ﬁ:%
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5) D’apres le théoréme de la médiane dans ABC
On a:AB?+AC? =2AJ? +%BCZ

Donc : 82 +82 = 2AJ2 Jr%\/ges2

Donc : 128=2AJ?+48 c’est-a-dire : 40= AJ?

Donc : Al :\/E:Z\/l_o

Exercice06 : Soit ABC un triangle équilatéral tel que : AB=3cm

A
| le milieu du segment[BC] et J le milieu du segment[ Al ]
1) Calculer : CI-JC et la distance Al )
2) Montrer que : pour tout point M du planon a:
2MA? + MB? + MC? = 4MJ2 + 22 c
4 B —

3) Déterminer : I’ensemble(C) des points M du plan tel que :

2MA? + MB? + MC? =18

Solution : a) Calcul de : CI-JC

ABC Un triangle équilatéral et | le milieu du segment[BC] donc : (BC) L (1J)

Et donc : | est la projection orthogonale de J sur segment(BC)

Donc : CI-JC=CI-IC=-IC-IC=-IC =—IC?=-2*=—4
b) Calcul de : Al
1

D’aprés le théoreme de la médiane dans ABCon a : AB? + AC% = 2Al? +5 BC?

Nous obtenons donc : Al? = %(ABZ + AC? —% Bczj

Donc : A|2:£(32+32—£32j:§x32:£ Par suite : Al = Ezﬁcm
2 2 4 4 4 2

. 45
1) Montrons que : pour tout point M du planona: 2MA? + MB? + MC? = 4MJ*? +Z

Soit M un point dans le plan et | le milieu du segment[BC]

Donc d’apreés le théoréme de la médiane dans MBC on a : MB? + MC2 = 2MI 2 +%BC2

2MA? + MB? + MC? :ZMA2+2MI2+%BC2 donc : 2MA? + MB? + MC? =2(|\/|A2 +MI2)+%BC2
D’autre part on a :J le milieu du segment[ Al | donc d’aprés le théoréme de la médiane dans MAI
On a: MA? + MI? =2|\/|;|2+%A|2 donc : 2MA? + MB? + MC? = 2(2!\/IJ2 +%AI2)+%BC2

Donc : 2MA? + MB? + MC? = 4MJ? + Al 2 WL%BC2

Donc : 2MA? + MB? + MC? = 4MJ*? +%T7+§ car Al =¥cm

Donc : 2MA? + MB? + MC? = 4MJ? +%
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2) Déterminons I'ensemble(C) ? M €(C) Signifie que : 2MA® + MB? + MC? =18
Signifie que 4MJ? +§ =18 c'est-a-dire : 4MJ? =18—§ qui signifie que MJ? :i—;

C’est-a-dire : MJ = ff—g :¥ Par suite I’ensemble(C) est le cercle de centre J et de rayon

R=¥cm

Exercice07 : Soit ABC un triangle isocéle en B tel que : BA-BC =12et cos(ABC) =% et J un point

tel que :ﬁzgﬁ et | le milieu du segment [AC] et soit la droite (A) qui passe par J

et perpendiculaire & la droite (AB) et soit E un point tel que : E e(A) et soit M (A)

1) Montrer que : AB=6 et calculer AC
2) Calculer ;: BJ-BA =
3) Montrer que 1 MB. AB = 45

4) Calculer : Bl

Solution: 1)Ona: BA.BC=12

Donc : Hﬁuxuﬁuxcos B =12

Donc : BAxBC xcos I% =12

1
C’est-a-dire : AB? 3 =12

Donc: AB*=36 cest-a-dire: AB=6
b) D’aprés le Théoréme d'Al Kashi dans ABC
Ona:AC?=AB?+BC*-2ABxBCcosB

Donc : AC? =36+36—2x36x%

Donc : AC? =54 c'est-a-dire : AC =+/54
5 5

3) BJ-BA=>BA BA=_BA =>x36=45
2 2 2
4) m-ﬁz(M—J+J§)-E=M—J-E+J—B-E
Ona: MJ-AB=0 car MJ | AB
Dong : W-ﬁ:fé-ﬁ:(—ﬁ)-(—ﬁ):ﬁ-ﬁ:%

5) D’apres le théoréme de la médiane dans ABC

OnaZABZ+BC2=28I2+%AC2

Donc : 6% + 6% = 2Bl 2 +%\/542

45
Donc : 72 = 2BI? +27 cest-a-dire : BI°=—

2
Par suite : BI =J§
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Exercice08 : Soit ABC un triangle tel que AB=1 Et BC=AC =42
| Le milieu du segment [AB] et D un point tel que : DB~2DC =0
1) Calculer ClI

2) Calculer AD en fonction de AB et AC

3) Montrer que : AB.AC = AB- Al

4) En déduire que : E'A—CZ;

Et en déduire cosBAC

5) Calculer : AB-AD et en déduire la nature du triangle BAD
6) Soit le point M tel que : -3MA+7MC =0

a) Calculer AD en fonction de AC et calculer AC- AD

b) Montrer que (MD) L(AC)

Solution :1) a) D’'aprés le théoréme de la médiane dans ABC on a :BC + AC? = 2CI? +%AB2

1 .
Donc : 4:2C|2+E c’est-a-dire : Z:CIZ

Donc : ¢ - [
4 2
2) DB-2DC =0
C'est-a-dire : DA+AB-2(DA+AC)=0
Signifie que : DA+AB—-2DA-2AC =0
Donc : -DA+AB-2AC =0
Signifie que : AD =—AB+2AC = 2AC — AB
3) E-Ezﬁ-(ﬂJrﬁ):E-ﬁJrﬁ-E
Ona: | le milieu du segment [AB]et ABC isocele en C donc: (IC)L(AB) c’est-a-dire :
AB LIC
Donc : AB-IC =0
Par suite : AB-AC =AB-Al

4) E~E=E-ﬁ=”ﬁ”x”ﬁ”c0w=ABxA| =ABX%=1X%=%
Calcul decosBAC :Ona: AB —czi
. A1
Donc : AB x AC x cos :E
Signifie que : 1xy/2 xcosA:%

C’est-a-dire : cos ,&:L donc : cos,&zﬂ
22

5) On a: AD=2AC-AB

Donc : AB-AD = ﬁ.(zfc_ﬁ)

Signifie que : AB-AD = 2AB-AC - AB- AB
Donc: AB-AD = 2AB-AC — AB’

=2><%—ABZ=1—1=0
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Donc : AB L AD par suite BAD est un triangle rectangle en A
6)a) —-3MA+7MC =0 SSi—3m+7(m+E):6
Signifie que :  -3MA+7MA+7AC =0
Signifie que : 3AM —7AM +7AC =0
C'est-a-dire : —4AM =—7AC SSi AM =L AC
4

Calcul de : AC-AD ¢5¢
AD-AC = (2?(:—@)-@:2?&—@-?0

2 2 2

W-E==—m.ﬁ+g
:_Z.2+Z:_Z+Z:O
4 2 2 2

MD-AC = : MD L AC ite :
0 donc : MD L AC par suite (MD) L (AC)

Exercice09 : Soit ABCDun quadrilatére tel que : AB=AD et CD=CB
1) Montrer que : les deux droites (AC)et(BD) sont perpendiculaires

2) En déduire que : AB.AC = AD.AC

3) Nous prenons dans cette question : AB=AD=3cm et (BAD) = %[Zn]
a) Calculer : BD

b) En déduire sin(%j

Solution : 1) Montrons que : (AC) L(BD) ?

Puisque : AB=AD et CD=CB alors les points A
et C appartiennent & la médiatrice (AC)du segment [BD]

Donc les droites (AC)et(BD) sont perpendiculaires

2) En déduisons que : AB.AC = AD.AC

@.A—Cz(ﬁ+@).ﬁzﬁ.A—C+ﬁ.ﬁ D
Or (AC) L (BD) donc : DB.AC =0

Par suite : AB.AC = AD.AC

3) a) Calculons : BD ?

D’aprés le Théoréme d'Al Kashi dans ABD nous obtenons : BD? = AB* + AD* — 2AB x AD cos BAD
Donc : BD? :18—18cos% = 9(2—\/5)

Dot : BD:\/Q(Z—\/E) _32-2

b) En déduisonssin %: soit | le point d'intersection des deux diagonales [BD]et [AC]

Nous avons ABD est un triangle isocéle et(AC)est la médiatrice du segment [BD]
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Donc : (AC)est la bissectrice de I'angle BAD

— T
Donc : |BAl ) =—|2x

(BAT)=5127]
D’autre part : le triangle ABI est rectangle en |

1
E_ZXB\IZ—\/E B /2_\/5

AB 3 2
Exercicel0 : Soit ABCDun carré de centre | et a la longueur de son coté ; on construit a
I'extérieur un triangle équilatérale BCE (Voir figure)

1) Soit J le milieu du segment[AD] et K le milieu du segment[BC]

. T
Donc : smgz

Calculer 1J-1C en fonction de a A

1+\/§ja2 E

2) a) Montrer que : 1B-1E :[ 2

_ 1—\/§ja2 v -

b) En déduire que : BI-BE =[ y

3) En utilisant les résultats de la question
J2-6
4
Et en déduire : sin7—7[ et tan7—”

12 12
Solution : 1) Calcul de 1J-IC en fonction de a

Ona: 13-1C = 13+(IK + KC)

7
Montrer que COS 7z
12

Donc : 1J3+1C = 1J-IK + 1J-KC
Et puisque : (1J) L (KC) alors : 1J-KC =0 A B

Et puisque : | le milieu de [ JK] alors : IK=-1J E
Donc : 1J-IC = ﬁ-(—ﬁ) — 13 =132

2
== _a a S c

Donc: 1J-l _Z car 1J =
1+»\/§Ja2

[

4

e Montrons d’abord que les points : | ; K et E sont alignés ?
Ona: EC=EB et IC=1IB car ABCDun carré

Et on a: KC = KBcar K le milieu du segment [BC]

2) a) Montrons que : 1B-1E z[

Donc : lespoints: | ; Ket E appartiennent a la médiatrice du segment[BC]
Donc: | ; Ket E sont alignés
eOna: @-E=(R+@)-E Donc : IB-IE = IK-IE + KB-IE

Et puisque : (KB) L (IE) alors : KB+IE =0
Donc : IB-1E = IK-IE
Donc: IB-IE = IK x IECOS(R;E)
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Donc : I1B-1E = IK x IE cos(0) = IK x IE

Car cos(0)=1Orona: IK =%

et IE=I1K+KE =IK ++/CE2-CK?2

Donc : |E=%+ /az_a{:%+a\2@:(l+2\/§)a
o eB) )

Donc : IB<IE = a><a:Ta2

. 1_\/§ja2

b) Déduction que : Bl -BE :( 2

Ona: BI-BE = ﬁ-(ﬁ+@)

Donc : BI+BE = BI2+ BI+IE = BI2+ Bl «IE

Donc : BI+BE =BI2—IB-IE

Donc : BI+BE =KI2+KB2-IB+IE car BI2=KI2+KB?
(le triangle IKB estrectangle en K )

a
(KI=KB =)

. 2 (1+4/3
Donc : BI-BE =2| 2 —( )aZE
2 4 2
Par suite : BI+BE = [1_4\@} a2
7 2 —
3) Montrons que : cos( 1;] = \/_4 \/6

Ona: BI-BE = Bl x BE cos(lBE)

BI-BE
Bl x BE

Etona: IBE=IBC4+CBE=Z4+7%_1%
43 12

Donc : COS(IBE):

Et on a BI =§aet BE =a et ﬁ.ﬁ:(l_ﬁjaz

4
1-43),
Donc : (7” [4]61 V2(1-48) 3-6
'Cosﬁj: N
2

Déduction de : sini—;[ ?

Ona: sin27—ﬂ+cosz7—”=1 donc : sin27—”=1—cos —=1-
12 12 12

: 27_77_(\/54‘\/6]2

sin =
12 4

4 16

\/5—«/5]2_1_8—2\/1_2_8%\/1_2
16
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7 \/§+\/€ . I \/§+\/§

Par suite : sin—= = OU sin—==—
12 4 12 4

Or: O—<7—ﬂ-<7z donc : sin7—”20
12 12

r N2+6

Par suite : sin— =
12 4

Calcul de : tan7—7r ?
12

r Sini;[ _\/EZ\/E_ V2+46 (\/E-I-\/g)z _8+2\/E:_2_\/§

12_0081722-_\/5_\/6_\/5_\/6_‘\/_2_'\/62 B _4

4
Exercice 11 : SABCD une pyramide sa base est un parallélogramme ABCD
Soient ! etJ les milieux respectifs des segments [SB]et[SC]

1) Montrer que : (AD)[|(1J)
2) Montrer que : (13)[|(ADS)

Solution : Dans le triangle SBC on a | le milieu du segment
[SB] et J le milieu du segment[SC]

Donc (13)(1(BC)(1) et puisque ABCD est un parallélogramme
alors (BC)|I(AD)) (2)

De (1) et (2) on déduit que (AD)]||(13)

2)Ona: Ae(ADS)et De(ADS) donc: (AD)c(ADS) (4)
(d’aprés une axiome d’incidence)

Et puisque : (AD)||(1J) alors : (10)II(ADS)

Exercice 12 : Soit ABCDEFGH un cube de I'espace

1) Déterminer et représenter la droite (A) d’intersection des

plans (ACH )et (BDF)

2) Soient | et J les centres des carrés EFGH et ABFE respectivement
Déterminer la droite (A")d'intersection des plans (1JE)et (ADH)

Solution :1) Ona: Ae(ACH )et Ag¢(BDF)
Donc (ACH )= (BDF) (1) A ¢

V4

Ona: He(ACH) /}'
1

Puisque : DH = BF et (DH ) |(BF) ’ c

Alors : BDHF est un parallélogramme ’ }IE
Par suite les points B ; D ; H ; F sont coplanaires et donc : H (BDF) ’ .’

Et par suite : H (BDF ) (ACH) (2) ..
Soit L Le point intersection des droites
(AC)et (BD) donc: Le(ACH )et L «(BDF) /
Donc L e(BDF ) (ACH) (3)

Par suite : de (1)et (2) et (3) en déduit que : (BDF)n(ACH)=(HL)
2)Ona: Il e(lJE)et | ¢(ADH)

Donc (1JE) = (ADH)
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Ona: Ee(IJE)etE e(ADH )car: (DH)||( AE) SH—

Donc : E e(ADH ) (IJE) : \’}’: o
Par suite : (ADH ) n(1JE) = (A") e
On considere le triangle AHF :onal etJ les milieux respectifs des D EE c
segments[HF |et[ AF] AN e
Donc : (13)11(AH) T
Donc:ona: (13)[I(AH) et (13) < (1JE) et (AH )< (ADH )et
(ADH)~(1JE) = (4 e Y

Donc : (A") est la droite qui passe par E et paralléle a (1J)et (AH)

C’est en forgeant que I'on devient forgeron : Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant régulierement aux calculs et exercices que I'on devient un mathématicien

L
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