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Correction : Devoir libre de préparation pour le devoir surveillé n°6

sur les legons suivantes :
v' Les Transformations du plan
v" PRODUIT SCALAIRE
v' Géométrie dans I'espace

Exercice0l: A, B, C et D sont quatre points du plan tels que : CD=4AB
S, est une symétrie centrale de centre O

S, Transforme respectivement les points: A, B, C et Den A', B'; C' et D’

Montrer que : CD' =4AB - o N

Solution : S, (A)=A" et S,(B)=B’ impliquent : AO=-A0 et -OB'=0B

Donc : ?O+Cﬁz—?0—@:—(m+cﬁ)

Donc : AB=-AB' (1)

De méme : S, (C)=C' et S, (D)=D’ impliquent: CD=-CD' (2)

Or: CD=4AB donc : —C’D':4(—A'B') d'aprés (1)et (2) Par conséquent : CD' =4AB’

De facon général on dit que la symétrie centrale conserve le coefficient de colinéarité de deux
vecteurs
Exercice02 : Soit ABCD un quadrilatere tel que : B est I'image du point A par la translation de

vecteur v et D est 'image du point C par la translation de vecteur 2v

1) Montrer que : E=%ﬁ

2) Soit O le milieu du segment [CD]

Montrer que : ABOC est un parallélogramme

Solution :1) Ona: t.(A)=Bsignifie que : AB=v

Etona: t,.(C)=D signifie que : CD=2v

Donc : CD =2AB qui signifie que : AB :%C—D

2) Montrons que : ABOC est un parallélogramme

On a: O le milieu du segment [CD] donc : CO =%C$ et puisque : AB =%ﬁ

Alors ; AB=CO par suite : ABOC est un parallélogramme
Exercice03 : Soient deux points fixes différents A et B du plan.
Soit f une transformation du plan qui transforme chaque pointM en M'tel que :

7W+§MM _7MB =0

Montrer que f est une translation et Trouver son vecteur
Solution : Pour chaque pointM du plan nous avons :

f(M)=M’" Equivauta : 7W+§MM—7W=6
Equivaut & : %MM +7(MA-MB)=0
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Equivaut & : %MM +7BA=0

£ s o 2lax

Equivauta : MM =?BA

Equivauta: t, (M)=M" Celaveutdire que : f estune translation de vecteur %ﬁ

Exercice04 : ABC un triangle et D un point tel que : CD :—%ﬁ et | estle point d’intersection

des droites(BD) et (AC) (Voir la figure)

On considere I'homothétie h de centre | qui transforme le point A en C.
1) a) Déterminer I'image du point B par ’lhomothétie h

b) En déduire le rapport k de I’'homothétie h

2) La droite qui passe par D et paralléle a (BC) coupe la droite(Al ) en J

Montrer que h(C)=1J

Solution : 1) a) On a: | quitransforme le point A en C
Etona: h((Bl))=(BI) car I €(BI) et | estle centre
I'homothétie h

On a aussi: h(A)=C et on sait que L'image d’une droite

par une homothétie est une droite qui lui est paralléle
donc L’'image de la droite (AB) est la droite qui passe par

'image de A quiest C
et parallele a (AB) donc: h((AB))=(CD)
Ona: Be(Bl)n(AB) donc: h(B)eh((BI))~h((AB)) cest-a-dire : h(B)e(BI)n(CD)
Et puisque : (BI)n(CD)={D} alors: h(B)=D
b) Déduction du rapport k de I’'homothétie h ?
{h(A)=C
na

h(B)=D

donc d’aprées la propriété caractéristique de 'homothétie on a : CD=kAB

. - 1 — 1
Et puisque :CD=—ZAB donc k =2

2)ona: h((Cl))=(Cl) car 1 €(Cl) et | estle centre 'homothétie h

Onaaussi: h(B)=D donc L'image de la droite (BC) est la droite qui passe

Par limage de B quiest Det paralléle a (BC) donc: h((BC))=(DJ)

Ona: Ce(BC)n(Cl) donc: h(C)eh((BC))nh((Cl)) cest-a-dire : h(C)e(DJ)(Cl)
Et puisque : (DJ)n(Cl)={J} alors: h(C)=1J

Exercice05 : (C) un cercle de centre | etde rayon R=15cm .

Soit h 'homothétie de centre | et de rapport k=2
M , N sont deux points de(C) diamétralement opposés. M'et N'sont leurs images parh

1) Faite une figure et monter que : M'M :%W.

2) Monter que : N'M =%W.

3) Quelle est I'image du cercle (C) par 'homothétie h
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Solution :1) La figure : ee—e

M // ~
Montrons que : MM 1N 2 K )
2 / \
h(M)=M' Equivauta: IM'=2IM |
\
D’autre part: MM =M1 +IM (relation de Chasles) '\ v
Donc; MM =—IM’+IM R Ao

Donc ; MM =-2IM +IM
Donc ; MM =-IM =MI et puisque | le milieu du segment [MN]
Dou: MM :%W

3) Montrons que : N'M %W ?

Ona: NM=NM'+MMWM (relation de Chasles)
h(M)=M’

h(N)=N’
1 3

Et on aussi : M'M :%W donc: N'M =2NM _ENM =§NM

Orona: { donc N'M’=2NM d’aprés la propriété caractéristique de 'homothétie

4) puisque : h(I ) =1 car c’est le centre de 'homothétie h

L'image du cercle (C) par I'homothétie h est le cercle (C')de centre | et de rayon :
R'=2x1.5cm=23cm

Exercice06 : Soit ABC un triangle tel que : BAC :377[ ; AB=5et AC=3

Calculer : AB.AC et BA.AC

Solution :
C

A B

ﬁ.ﬁz”ﬁ”x”ﬁ“xcos BAC:5x3xcos(3—ﬂj:15xcos(7z—zj:—15xcos(£j Car : cos(7z—X)=—CosX
4 4 4

AB.AC = —15><£ = ——15\/5
2 2
s Vi e #

Exercice07 : Soit ABC un triangle tel que et AB=3 et BC =43 et ABC =%

| le milieu du segment[BC]

1) Calculer AC
2) Montrer que BA-BC =18

3) Montrer que Al = AB +%ﬁ
4) Calculer : Al-AB et en déduire la nature du triangle AlIB

Solution : 1) Calculons AC
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D’aprés le Théoreme d'Al Kashi on a :
AC? = BA* + BC* —2BAxBC cos ABC

Ne

AC2=9+48—24X\/§X73 donc AC?=21 parsuite: AC=+/21

b) Montrons que : BA-BC =18

V3

BA-BC = BAx BC xc0s ABC = 3x4+/3 x > ~18

3) Montrons que : Al = E+%E
Nous avons : Al = AB + Bl
Puisque | est le milieu du segment [BC] nous obtenons : Al :ﬁjtgﬁ

4) Calculons Al - AB :
ﬂﬁ=(ﬁ+%ﬁj.ﬁ=E-ﬁ+%ﬁ.ﬁ=ﬁz+%ﬁ.ﬁ

Donc : N-E:ABZ—%Q-E=9—%A8=O

Ona: Al-AB=0 Nous en déduisons que la droite (AI ) est perpendiculaire a la droite (AB)

Et par conséquent le triangle AIB est rectangle en A
Exercice08 : Soit ABCDun parallélogramme et O le milieu du segment[AB] et tel que :

AD =4 et CD=6et BAC:%

1) Calculer : BD et AC
1

2) Montrer que : pour tout point M du plan on a: MA? + MB? = 2MO? 3 AB?
3) En déduire que : I’ensemble(C) des points M du plan tel que : MA* + MB? =24

Solution :1) Calcul de : BD
D’apres le Théoreme d'Al Kashi dans ABD nous obtenons :

BD? = AB? + AD? — 2AB x AD cos BAD o $C
BD? =36+16—2x6x4><E:28 car cos£=1

2 3 2 /3
Dol : BD=+/28=27 A ©

Calcul de : AC
D’apres le Théoreme d'Al Kashi dans ADC nous obtenons :

AC? = DA? + DC* —2DAx DC cos ADC

AC? =16+36—2x4x6x 1 =76 car cosADC=cosZ—”:cos 7-Z|=—cos| Z =—l
2 3 3 3 2

D’oli : AC =+/76 =219

2) Montrons que : pour tout point M du planona: MA? + MB? =2MO? +%AB2

Puisque Ole milieu du segment[AB]donc : D’apreés le théoréme de la médiane dans MABon a:

MA? + MB? = 2MO? +%AB2

3) Déterminons I'ensemble (C) des points M du plan tel que : MA® + MB? =24
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On a: MA? + MB? = 2MO? +%ABZ

Donc : MA? + MB? =24 Equivaut & : 2MO? +%AB2 =24

Equivaut a : 2MO? :24—%>< AB?=6 car AB=CD=6

Equivaut a : MO? = 3 clest-a-dire : OM =/3
Par conséquent : 'ensemble (C) des points M du plan tel que : MA? + MB? = 24

Est le cercle de centre O et de rayon R = 3

Exercice09 : Soit ABCDun carré de centre | et a la longueur de son coété ; on construit a
I'extérieur un triangle équilatérale BCE (voir figure)

1) Soit J le milieu du segment[AD] et K le milieu du segment[BC]

Calculer 1J-1C en fonction de a

2) a) Montrer que : 1B-IE = [1+ \/gjaz

4

1—»\/5}312

b) En déduire que : BI-BE z[ 2

3) En utilisant les résultats de la question b) montrer que COS[%) - @ :

Et en déduire : sin7—7[ et tan7—”
12 12
Solution : 1) Calcul de 1J -IC en fonction de a al 2
Ona: IJ-IC = ﬁ-(m + @) donc: 1JIC = 1J-IK + 1J-KC E

J
Et puisque : (1J) L (KC) alors : 1J-KC =0

Et puisque : | le milieu de [ JK] alors : IK=-1J 5 c
Donc : 1J-IC = ﬁ-(—ﬁ) — 13 =132

2

Donc: 1JeIC=-2 car3=2
4 2

2) a) Montrons que : 1B-IE = [1+4\/§j az

e Montrons d’abord que les points : | ; K et E sont alignés ?
Ona: EC=EB et IC=1IB car ABCDun carré

Etona: KC = KB car Kle milieu du segment[BC]

Donc :lespoints: | ; Ket E appartiennent a la médiatrice du segment[BC]
Donc: | ; Ket E sont alignés
eOna: IB-IE = (R + @)-E donc: IB<I1E = IK-IE + KB-IE

Et puisque : (KB) L (IE) alors : KB+IE =0
Donc : IB-1E = IK-IE
Donc: IB-IE = IK x IECOS(R;E)
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Donc: IB-1E = IK x IE cos(0) = IK x IE car cos(0)=1

Orona: IK=% et IE = IK + KE = IK +~/CE2_CK2

[ 2 1+/3
Donc : E=24 az_a_:3+a\/§:( )a
2 4 2 2 2

e (48) (1+A)

Donc: IBelIE = “axa=
4 4

b) déduction que : BI+BE = [1_4\@} az

a2

Ona: ﬁ-ﬁ:ﬁ-(a+ﬁz’) donc : BI-BE = Bl2+BI+IE = BlI2+BI.IE

Donc : BI<BE = BI2—IB:IE
Donc : BI-BE = KI2+KB2—1IB.IE car BI2=KI2+KBz?(le triangle 1KB est rectangle en K )

a
(KI=KB=")

L 2 (1443 . _
Donc : BI-BE=2(§] —ua2 L par suite : Bl-BE = 1-v3 az
2 4 2 4
3) Montrons que : cos 7 V26
12 4
BI-BE
Bl x BE

Ona: BI-BE = Bl xBEcos(IBE) donc : cos(IBE):
T

:7—” eton a Blzﬁa et BE=a et B|.BE = 1-v3 az
3 12 2 4

7Z'

Etona: IBE=IBC +CBE =

QaZ 4 4

2

1-V3 ),
Donc : 003[77[][ 4 ] \/E(l—ﬁ)_\/ﬁ_\/g

12 -

Déduction de : sinz—;r ?

2
Ona: sin?/Z 4 cos? 2 _1 donc : sin 7—_1 cos® — [ =1- V28 :1_8_2*/1_2=8+2*/1_2
12 12 12 12 4 16 16
Donc : sin? /% = 2+ par suite sin 1% = 2+ ou s,in7_”=_*/§+‘/E
12 4 12 4 12 4
Or:0<7—”<7z donc:sin7—”20 et par suite : sm?_”: 2+
12 12 12 4

Calcul de : tan7—7r ?
12
7z 2446 2
7x_ Sy 4 _2ee_(V2+V6) g2y, g
N N N N N LN

12 4
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Exercicel0 : Soit ABCD un rectangle de I'espace et Soit E un point de I'espace
Tel que :(AE) L (ABC)

Et Soient | ;J et K les milieux respectifs des Segments [EB] ; [AB] et [DC]
1) Faire une figure

2) Montrer que : (JIK)||(ADE) etque : (1J)|/(ADE)

3) Montrer que : (JK) L(ABE)

4) Déterminer I'intersection des plans ( ABE) et (AIK)

Solution :1) La figure
2) Dans le triangle ABEon a | le milieu du segment [EB] et J le milieu du segment[ AB]

Donc : (1J)1I(AE)

Etona: (AE)c(ADE) donc: (1J)[I(ADE)(1)
On a: K le milieu du segment[DC]

Donc : (JK)[I(AD)||(BC)et puisque (AD)<(ADE) Alors : (JK)||(ADE)(2)

De : (1) et (2) en déduit que : (JIK)||(ADE)

3)Ona: (AE)L(ABC)€et(JK)c(ABC) donc: (AE)L(IK) =
Etona: (JK)||(AD)et (AD) L(AB) donc : (JK)||(AB)

Donc : puisque (JK) est orthogonale a deux droites sécantes (AB)et(AE)

Contenues dans le plan (ABE) alors YK | ABE)
4)0Ona:

Ee(ABC)™ " (AIK)#(ABE)
Etona: Ae(ABE) et Ae(AIK) et (EB)<(ABE)

Donc: | (ABE) car (1 (EB))
Et on sait que : 1 (AIK) donc : (AIK)N(ABE)=(Al)

car

C’est en forgeant que I'on devient forgeron : Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant régulierement aux calculs et exercices que I'on devient un mathématicien
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